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1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè
óñëîæíÿåòñÿ, åñëè íåïîñðåäñòâåííîìó èçìåðåíèþ äîñòóïíà ëèøü
÷àñòü ôàçîâîãî âåêòîðà. Äëÿ ìíîãèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ óðàâ-
íåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà, çà÷àñòóþ íå èçâåñòíà ñîáñòâåííàÿ ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îêðóæàþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Â äàí-
íîì äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà àíàëè-
òè÷åñêîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ àãðåãèðîâàííûõ ðåãóëÿòîðîâ (ÀÊÀÐ)
[1] ê ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî íàáëþäàòåëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè.
Ðåçóëüòàòû, îáñóæäàþùèåñÿ â äîêëàäå, ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì
èññëåäîâàíèé, ðàíåå ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòå [2].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ äâèæåíèå
îáúåêòà â öåíòðàëüíîì ïîëå â îãðàíè÷åííîé çàäà÷å äâóõ òåë

ṙ (t) = Vr, V̇r (t) = V 2
θ r

−1 − h2

p r
−2 + Ur,

θ̇ (t) = Vθr
−1, V̇θ (t) = −VrVθr−1 + Uθ,

r (0) = r0, Vr (0) = Vr0, θ (0) = θ0, Vθ (0) = Vθ0,

(1)

ãäå r, θ - ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, Vr, Vθ - ðàäèàëüíàÿ è òðàíñâåðñàëü-
íàÿ ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè, Ur, Uθ - ðàäèàëüíàÿ è òðàíñâåðñàëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà òÿãè, p - ôîêàëüíûé ïàðàìåòð, h - óãëîâîé
ìîìåíò ñèñòåìû.

Â ðàáîòå [2] áûëè ïîëó÷åíû ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ â ôîðìå îá-
ðàòíîé ñâÿçè

Ur = Ur (r, Vr, θ, Vθ) ,
Uθ = Uθ (r, Vr, θ, Vθ) .

(2)
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Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ìîäåëè íàáëþäàòåëÿ äëÿ íåíàáëþ-
äàåìîãî âåêòîðà (Vr, Vθ) ñëåäóþùåãî âèäà

ż1 (t) = f1 (r, θ, z1) ,
ż2 (t) = f2 (r, θ, z2) ,

(3)

ãäå z1, z2 - âíóòðåííèå ïåðåìåííûå ìîäåëè íàáëþäàòåëÿ, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè V̂r, V̂θ.

3. Ðåøåíèå çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëÿ

Ñîãëàñíî ïðîöåäóðå ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëåé [1] âûáåðåì ìàê-
ðîïåðåìåííûå â âèäå

ψ1 = Vr cos θ − Vθ sin θ − φ̂1,
ψ2 = Vr sin θ + Vθ cos θ − φ̂2.

(4)

Åñëè ìàêðîïåðåìåííûå ψ1 è ψ2 ðàâíû íóëþ è îöåíêè φ̂1 è φ̂2

èçâåñòíû, òî îöåíêè ñêîðîñòè V̂r è V̂θ â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàò-
ðèöû ïîâîðîòà íà óãîë θ ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

V̂r = φ̂1 cos θ + φ̂2 sin θ,

V̂θ = −φ̂1 sin θ + φ̂2 cos θ.
(5)

Ïðåäïîëîæåíèå. Äëÿ (4) âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ.

ψ̇1 (t) = L1ψ1, L1 < 0,

ψ̇2 (t) = L2ψ1, L2 < 0.
(6)

Íóëåâûå ðåøåíèÿ äàííûõ óðàâíåíèé àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-

÷èâû, à ñàìè óðàâíåíèÿ (6) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà-

Ëàãðàíæà, ðåøåíèÿ êîòîðûõ äîñòàâëÿþò ìèíèìóìû ñëåäóþùèì

ôóíêöèîíàëàì ∫∞
0

(
L2
1ψ

2
1 (t) + ψ̇1

2
(t)

)
dt→ min,∫∞

0

(
L2
2ψ

2
2 (t) + ψ̇2

2
(t)

)
dt→ min.

(7)

Ïîäñòàâèì ìàêðîïåðåìåííûå (4) â óðàâíåíèÿ (6), âçÿâ ïðîèç-
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âîäíûå â ñèëó ñèñòåìû (1)(
V 2
θ r

−1 − h2
1

p1
r−2 + Ur

)
cos θ + VrVθr

−1 sin θ−
−
(
−VrVθr−1 + Uθ

)
sin θ − V 2

θ r
−1 cos θ − ˙̂φ1 = L1ψ1,(

V 2
θ r

−1 − h2
1

p1
r−2 + Ur

)
sin θ + VrVθr

−1 cos θ+

+
(
−VrVθr−1 + Uθ

)
cos θ − V 2

θ r
−1 sin θ − ˙̂φ2 = L2ψ2.

(8)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ íåíà-
áëþäàåìûå ñêîðîñòè Vr è Vθ ââåäåì ñëåäóþùèå çàìåíû

Γ11 (r, θ) = −L1 cos θ,
Γ12 (r, θ) = L1r sin θ,
Γ21 (r, θ) = −L2 sin θ,

Γ22 (r, θ) = −L1r cos θ, .

(9)

γ1 (r, θ, Ur, Uθ) =
(
−h2

p r
−2 + Ur

)
cos θ − Uθ sin θ,

γ2 (r, θ, Ur, Uθ) =
(
−h2

p r
−2 + Ur

)
sin θ + Uθ cos θ.

(10)

Òîãäà ðàâíåíèÿ (8) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä

VrΓ11 (r, θ) + Vθr
−1Γ12 (r, θ) + γ1 (r, θ, Ur, Uθ) = ˙̂φ1 − L1φ̂1,

VrΓ21 (r, θ) + Vθr
−1Γ22 (r, θ) + γ2 (r, θ, Ur, Uθ) = ˙̂φ2 − L2φ̂2.

(11)

Áóäåì èñêàòü âûðàæåíèÿ äëÿ âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ íàáëþ-
äàòåëÿ â âèäå

z1 = G1 (r, θ)− φ̂1,
z2 = G2 (r, θ)− φ̂2,

(12)

ãäå G1, G2 - íåèçâåñòíûå ôóíêöèè.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè φ̂1, φ̂2 âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ˙̂φ1, ˙̂φ2 â óðàâ-

íåíèÿ (11) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ

∂
∂rG1 (r, θ) = −L1 cos θ,

∂
∂θG1 (r, θ) = L1r sin θ,

∂
∂rG2 (r, θ) = −L2 sin θ,

∂
∂θG2 (r, θ) = −L2r cos θ.

(13)

Ïîäõîäÿùèå ôóíêöèè G1, G2 èìåþò âèä
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G1 (r, θ) = −L1r cos θ,
G2 (r, θ) = −L2r sin θ.

(14)

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ìîäåëü íàáëþäàòåëÿ ïîñòðîåíà

z1 = −L1r cos θ − φ̂1,
z2 = −L2r sin θ − φ̂2,

(15)

ż1 (t) = L2
1r cos θ + L1z1 − γ1

(
r, θ, Ûr, Ûθ

)
,

ż2 (t) = L2
2r sin θ + L2z2 − γ2

(
r, θ, Ûr, Ûθ

)
,

(16)

ãäå Ûr, Ûθ ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóë (2) çàìåíîé íåíàáëþäàåìûõ
êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè Vr, Vθ íà èõ îöåíêè V̂r, V̂θ, ïîëó÷àåìûå
ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (5) è (15)

Ûr = Ur

(
r, V̂r, θ, V̂θ

)
,

Ûθ = Uθ

(
r, V̂r, θ, V̂θ

)
.

(17)

Ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ÀÊÀÐ ìîäåëü íàáëþäàòåëÿ âåê-
òîðà ñêîðîñòè ïîçâîëÿåò óïðàâëÿòü äâèæåíèåì îáúåêòà â îãðàíè-
÷åííîé çàäà÷å äâóõ òåë â ñëó÷àå, åñëè âåêòîð ñêîðîñòè íå íàáëþäà-
åòñÿ. Äëÿ äåìîíñòðàöèè ðàáîòû ìîäåëè áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå
ðàñ÷åòû â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå Maple è ñðàâíåíèå ñ äâèæåíèåì
ñèñòåìû â èñõîäíîé çàäà÷å. Íà Ðèñ. 1 è 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû.
×åðíàÿ ëèíèÿ îòâå÷àåò òðàåêòîðèè è ãðàôèêàì èñõîäíîé çàäà÷è,
à ñèíÿÿ - ðåøåíèþ çàäà÷è ïðè îòñóòñòâèè èíôîðìàöèè î ôàçîâûõ
ïåðåìåííûõ, îòíîñÿùèìñÿ ê ñêîðîñòÿì.

4



Ðèñ. 1: Äâèæåíèå â ïëîñêîñòè

5



Ðèñ. 2: Ãðàôèêè ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ è óïðàâëåíèÿ
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