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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ïîëå òÿãîòåíèÿ íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [ts, tf ] ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå öåíòðà ìàññ íåêîòîðîãî îáúåêòà (äà-
ëåå � ìàòåðèàëüíîé òî÷êè) ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè è ðåàêòèâ-
íîé ñèëû. Ðåàêòèâíàÿ ñèëà P äåéñòâóåò ïî íàïðàâëåíèþ îäíîé èç
îñåé ñâÿçàííîé ñ îáúåêòîì ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå óñêîðåíèå, ïîðîæäàåìîå ñèëîé òÿæåñòè,
îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì è òåì æå âåêòîðîì g, êîòîðûé íàïðàâëåí â ñòî-
ðîíó íåêîòîðîé ïëîñêîñòè Π ∈ R3 è îðòîãîíàëåí åé. Â ýòîé ïëîñêî-
ñòè çàäàíà òî÷êà O, îïðåäåëÿþùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò íåïîäâèæíîé
ñèñòåìû Oxyz. Îñü Oy ýòîé ñèñòåìû àíòèíàïðàâëåíà âåêòîðó g, à
îñè Ox è Oz ëåæàò â ïëîñêîñòè Π è âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.

Ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ïðîìåæóòêå
âðåìåíè [ts, tf ] â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ẋ = v, v̇ = g +W r(P,m,ϕ), ṁ = −µ(t), (1)

ãäå x, v ∈ R3 � ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè;
W r(P,m,ϕ) � óñêîðåíèå, âûçâàííîå äåéñòâèåì ðåàêòèâíîé ñèëû
P, p = |P|; m � ìàññà îáúåêòà; ϕ = (ϑ, ψ)⊤ ∈ R2 � óãëû òàíãàæà ϑ è
ðûñêàíèÿ ψ, êîòîðûå çàäàþò ïðîñòðàíñòâåííóþ îðèåíòàöèþ ñèëû
P â Oxyz (ϑ � óãîë ìåæäó ïðîåêöèåé âåêòîðà ñèëû P íà ïëîñêîñòü
Oxy è îñüþ Oy, ψ � óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñèëû P è åãî ïðîåêöèåé
íà ïëîñêîñòü Oxy); µ(t) � íåîòðèöàòåëüíàÿ íà [ts, tf ] ôóíêöèÿ.
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Äëÿ ñèñòåìû (1) çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x(ts) = x(0), v(ts) = v(0), p(ts) = p(0), m(ts) = m(0),
ϑ(ts) = ϑ(0), ψ(ts) = ψ(0).

(2)

Â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ â ñèñòåìå (1) èñïîëüçóþò-
ñÿ ñêîðîñòè Uϑ, Uψ, Up èçìåíåíèÿ óãëîâ òàíãàæà ϑ, ðûñêàíèÿ ψ
è âåëè÷èíû ðåàêòèâíîé ñèëû P ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

|Uϑ(t)| ≤ Umax
ϑ , |Uψ(t)| ≤ Umax

ψ , t ∈ [ts, tf ], (3)

|Up(t)| ≤ Umax
p , t ∈ [ts, tf ], (4)

ãäå Umax
ϑ , Umax

ψ , Umax
p � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ïðèâåäåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â íà÷àëî
êîîðäèíàò O íåïîäâèæíîé ñèñòåìû ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ñ âûïîë-
íåíèåì íåêîòîðûõ òðåáîâàíèé ê òåêóùåìó ôàçîâîìó ñîñòîÿíèþ ñè-
ñòåìû (1) è äîïîëíèòåëüíûõ òåðìèíàëüíûõ óñëîâèé, êîòîðûå âîç-
íèêàþò â ðÿäå ïðèêëàäíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ(t) ≡ µ > 0, à ìîìåíò âðåìåíè tf > ts
îêîí÷àíèÿ óïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ m(tf) = 0.

Ç à ä à ÷ à 1. (Îñíîâíàÿ çàäà÷à) Íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [ts, tf ]
äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1) ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-
ìè (2) íàéòè ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå U = (Uϑ, Uψ, Up)

⊤ (êóñî÷íî-
íåïðåðûâíóþ íà [ts, tf ] âåêòîð-ôóíêöèþ), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì (3), (4), îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé

|ϑ(t)| ≤ ϑmax, |ψ(t)| ≤ ψmax, t ∈ [ts, tf ], (5)

0 ≤ p(t) ≤ pmax, t ∈ [ts, tf ], (6)

y(t) ≥ 0, t ∈ [ts, tf ], (7)

è òåðìèíàëüíûõ óñëîâèé

∥x(tf)∥2R3 ≤ ∆2
x, ∥v(tf)∥2R3 ≤ ∆2

v , ∥ϕ(tf)∥2R2 ≤ ∆2
ϕ, (8)

ãäå ϑmax < π
2 , ψ

max < π
2 , p

max, ∆x, ∆v , ∆ϕ � çàäàííûå ïîëîæè-
òåëüíûå êîíñòàíòû.
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2. Ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

Äàëåå íåîòðèöàòåëüíóþ íà [ts, tf ] ôóíêöèþ p áóäåì íàçûâàòü
ôóíêöèåé òÿãè, à ïîðîæäàþùåå åå óïðàâëåíèå Up � óïðàâëåíèåì
òÿãîé.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è 1 ïðåäëàãàåò-
ñÿ èòåðàöèîííàÿ ïî óïðàâëåíèþ òÿãîé ïðîöåäóðà. Êîìïîíåíòà Up
èñêîìîãî â çàäà÷å 1 óïðàâëåíèÿ ñòðîèòñÿ íà êëàññå êóñî÷íî- ïî-
ñòîÿííûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîì çàäàííîì ðàçáè-
åíèè Tn = {ti}ni=0 ïðîìåæóòêà âðåìåíè [ts, tf ]: ti+1 = ti + h,
i = 0, 1, 2, . . . , n − 1, ãäå t0 = ts, h = (tf − ts)/n, n ∈ N, n � ïà-

ðàìåòð ïðîöåäóðû. Íà÷àëüíîå óïðàâëåíèå òÿãîé U
(0)
p ïîëàãàåòñÿ

òîæäåñòâåííî ðàâíûì íóëþ.
Ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãðàâèòàöèîííîãî óñêîðåíèÿ

g ïîçâîëÿþò ïðîèçâåñòè äåêîìïîçèöèþ èñõîäíîé ñèñòåìû (1) íà áî-
ëåå ïðîñòûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íåçàâèñèìî
îò äðóãèõ îïèñûâàåò äèíàìèêó îïðåäåëåííîé ÷àñòè êîìïîíåíò îá-
ùåé ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1) äëÿ èçâåñòíûõ ïðîìåæóòêå
[ts, tf ] ôóíêöèé ϑ è ψ.

Íà òåêóùåé k-îé èòåðàöèè ýòîé ïðîöåäóðû ïîñëåäîâàòåëüíî ðå-
øàþòñÿ äâå âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ
òàêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ïåðâàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ñèñòåìû

ẋ = vx, ż = vz,
v̇x = gx +

p
m sin(ϑ) cos(ψ), v̇z = gz − p

m sin(ψ),
ṁ = −µ,

(9)

êîòîðàÿ îïèñûâàåò äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïëîñêîñòè Π.
Â íåé â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóþòñÿ ñêîðîñòè
Uϑ, Uψ èçìåíåíèÿ óãëîâ òàíãàæà ϑ è ðûñêàíèÿ ψ ñîîòâåòñòâåííî,
à ôóíêöèÿ òÿãè p(t) = p(k)(t), t ∈ [ts, tf ], ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé è

îïðåäåëÿåòñÿ òåêóùèì óïðàâëåíèåì òÿãîé U
(k)
p .

Ç à ä à ÷ à 2.1. Íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [ts, tf ] äëÿ óïðàâëÿ-
åìîé ñèñòåìû (9) ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2) íàé-

òè ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå Û = (Uϑ, Uψ)
⊤ (êóñî÷íî- íåïðåðûâ-

íóþ íà [ts, tf ] âåêòîð-ôóíêöèþ), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3),
îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé (5), òåðìèíàëüíîãî
óñëîâèÿ

x2(tf) + z2(tf) ≤ ε2xz

3



è äîñòàâëÿåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëó

Jϕ[·] = v2x(tf) + v2z(tf).

Çäåñü εxz < ∆x � çàäàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è 2.1 ïðèìåíÿåòñÿ îïèñàí-
íûé â [1] àëãîðèòì, êîòîðûé ïîñòðîåí íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé â [2]
ìåòîäîëîãèè.

Âòîðàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ôîð-
ìóëèðóåòñÿ äëÿ ñèñòåìû

ẏ = vy, v̇y = gy +
p

m
cos(ϑ) cos(ψ), ṁ = −µ, (10)

êîòîðàÿ îïèñûâàåò âåðòèêàëüíîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Â
(10) óïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü Up èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè òÿãè, à ôóíêöèè ϑ(t) = ϑ(k)(t), ψ(t) = ψ(k)(t), t ∈ [ts, tf ], ñ÷èòà-
þòñÿ èçâåñòíûìè è îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 2.1 � óïðàâëå-

íèåì Û
(k)
.

Ç à ä à ÷ à 2.2. Íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [ts, tf ] äëÿ óïðàâëÿ-
åìîé ñèñòåìû (10) ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2) íàéòè
ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå Up (êóñî÷íî- íåïðåðûâíóþ íà [ts, tf ] ôóíê-
öèþ), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4), îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå
ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé (6), (7), òåðìèíàëüíîãî óñëîâèÿ

y(tf) ≤ εy

è äîñòàâëÿåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëó

Jp[·] = v2y(tf) +

∫ tf

ts

p2(τ)dτ.

Çäåñü εy � çàäàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà: ε2y + ε2xz ≤ ∆2
x.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è 2.2 ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíî êàê îïòèìàëüíûé ïëàí çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè âñåõ
óñëîâèé çàäà÷è 2.2 íà çàäàííîì ðàçáèåíèè Tn ïðîìåæóòêà âðåìåíè
[ts, tf ].

Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ îïðåäåëÿåò íà [ts, tf ] íåïðåðûâíóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ
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òÿãè p(k+1), ïîðîæäàåìóþ óïðàâëåíèåì òÿãîé U
(k+1)
p , äëÿ êîòîðîãî

âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ k + 1-àÿ èòåðàöèÿ ïðîöåäóðû.
Èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà çàâåðøàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

∥p(k+1)(t)− p(k)(t)∥C([ts,tf ]) < ∆p,

ãäå ∆p � çàäàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
Îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé âñïîìîãàòåëü-

íûõ çàäà÷ 2.1 è 2.2, à òàêæå âîïðîñ î ñõîäèìîñòè îïèñàííîé âûøå
èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ê ðåøåíèþ îñíîâíîé çàäà÷è 1. Ïðèâîäÿò-
ñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìîäåëüíûõ äàííûõ.
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