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1. Ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è

Ïóñòü çàäàíû ìîìåíò âðåìåíè T > 0 è íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìûå ôóíêöèè f(·) : R → R è g(·) : R → R. Ïðè ýòîì ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî f(·) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé, à g(·) � còðîãî
óáûâàþùåé, è ñóùåñòâóþò òî÷êè x∗ è x∗, x∗ < x∗ òàêèå, ÷òî

f(x∗) = 0, g(x∗) = 0.

Â îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòè Π = [0, T ]× [x∗, x
∗] ðàññìîò-

ðèì óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà � ßêîáè âèäà

∂u/∂t+H (x, ∂u/∂x) = 0 (1)

ñîâìåñòíî ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

u(0, x) = u0(x), x ∈ [x∗, x
∗], (2)

ãäå u0(·) � çàäàííàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
Òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-

ñòè íåïðåðûâíîãî âÿçêîñòíîãî ðåøåíèÿ [1] çàäà÷è Êîøè (1),(2) ïðè
óñëîâèè, ÷òî ãàìèëüòîíèàí H çàäàí îäíîé èç äâóõ ïðåäñòàâëåííûõ
íèæå ôîðìóë.

Çàäà÷åé A áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó (1), (2) â ñëó÷àå, êîãäà ãà-
ìèëüòîíèàí èìååò âèä

H(x, p) = h(x) + f(x)ep + g(x)e−p. (3)
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Çàäà÷åé Â áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó ((1), (2) ñ ãàìèëüòîíèàíîì
âèäà

H(x, p) = h(x)− f(x)ep − g(x)e−p. (4)

Ôóíêöèÿ h(·) â ôîðìóëàõ (3) è (4) çàäàíà è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîé.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è c ãàìèëüòîíèàíàìè âèäà (3) è (4) íåòè-
ïè÷íû äëÿ òåîðèè óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà � ßêîáè, è äëÿ íèõ íå
âûïîëíåíû óñëîâèÿ èçâåñòíûõ òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííûõ
ðåøåíèé (â ÷àñòíîñòè, ìèíèìàêñíûõ [2] è âÿçêîñòíûõ). Ïðè ýòîì
ïîäîáíûå çàäà÷è âîçíèêàþò â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ (ñì., íà-
ïðèìåð, [3]) è òðåáóþò èçó÷åíèÿ.

2. Íåïðåðûâíîå âÿçêîñòíîå ðåøåíèå

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Γ ìíîæåñòâî òî÷åê, ëåæàùèõ íà íèæíåé
è âåðõíåé ãðàíèöàõ ïðÿìîóãîëüíèêà Π.

Γ = {(t, x)|t ∈ (0, T ), x ∈ {x∗;x
∗}}

Ñèìâîëîì intΠ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê Π. ×åðåç
D−u(t, x) è D+u(t, x) áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ñóáäèôôå-
ðåíöèàë è ñóïåðäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè u(·) â òî÷êå (t, x). Ïðèâå-
äåì îäíî èç ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé âÿçêîñòíîãî ðåøåíèÿ äëÿ
çàäà÷è (1), (2).

Îïðåäåëåíèå 1. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u : Π → R íàçûâàåòñÿ
âÿçêîñòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò íà-
÷àëüíîìó óñëîâèþ (2) è äèôôåðåíöèàëüíûì íåðàâåíñòâàì

a+H(x, s) ≤ 0, ∀ (t, x) ∈ intΠ, ∀ (a, s) ∈ D+u(t, x), (5)

a+H(x, s) ≥ 0, ∀ (t, x) ∈ intΠ ∪ Γ, ∀ (a, s) ∈ D−u(t, x). (6)

Òàêèì îáðàçîì, íà ãðàíèöå Γ òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå òîëüêî îä-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà � íåðàâåíñòâà (6) äëÿ ñóá-
äèôôåðåíöèàëà. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ
óñëîâèÿõ, íàêëàäûâàåìûõ íà ãàìèëüòîíèàí è íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ,
íàáîð óñëîâèé (2), (5),(6) îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü âÿçêîñòíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),(2).

2



3. Õàðàêòåðèñòèêè è âÿçêîñòíûå ðåøåíèÿ

3.1. Íåêîýðöèòèâíîñòü ãàìèëüòîíèàíîâ. Îòìåòèì, ÷òî ãàìèëü-
òîíèàíû (3), (4) ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-
ÿì, ïðè êîòîðûõ äîêàçàíû èçâåñòíûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ âÿç-
êîñòíûõ ðåøåíèé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýòèõ ãàìèëüòîíèàíîâ íå âû-
ïîëíåíî óñëîâèå êîýðöèòèâíîñòè. Äëÿ âûïóêëîãî ïî èìïóëüñíîé
ïåðåìåííîé p ãàìèëüòîíèàíà óñëîâèå êîýðöèòèâíîñòè èìååò âèä

H(x, p)

|p|
→ +∞ ïðè |p| → ∞, (7)

à äëÿ âîãíóòîãî ïî p ãàìèëüòîíèàíà óñëîâèå êîýðöèòèâíîñòè çàïè-
ñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

H(x, p)

|p|
→ −∞ ïðè |p| → ∞. (8)

Â ôîðìóëàõ (7) è (8) |p| îáîçíà÷àåò ìîäóëü ÷èñëà p.
Äëÿ ãàìèëüòîíèàíîâ (3) è (4) ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ êîýðöè-

òèâíîñòè íàðóøàþòñÿ íà ëèíèÿõ x = x∗ è x = x∗. Òàêèì îáðàçîì,
íàäî èñïîëüçîâàòü äðóãèå ïîäõîäû ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷ A è Â.
Îäíèì èç òàêèõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îáîáùåííûõ õàðàêòåðè-
ñòèê [4].

3.2. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü âÿçêîñòíîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è A. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà äëÿ çàäà÷è A èìååò âèä

ẋ = Hp(x, p) = f(x)ep − g(x)e−p,

ṗ = −Hx(x, p) = −h′(x)− f ′(x)ep − g′(x)e−p, (9)

ż = pHp(x, p)−H(x, p) =

= p(f(x)ep − g(x)e−p)− f(x)ep − g(x)e−p − h(x)

Çäåñü Hx(x, p) = ∂H(x, p)/∂x, Hp(x, p) = ∂H(x, p)/∂p.
Ñèñòåìà (9) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(0, y) = y, p(0, y) = u′
0(y), z(0, y) = u0(y), y ∈ [x∗;x

∗]. (10)

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9), (10) íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè. Êîìïî-
íåíòû x(·, y), p(·, y) è z(·, y) ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
ôàçîâûìè, èìïóëüñíûìè è öåíîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Â [5] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 1. Íåïðåðûâíîå âÿçêîñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è A ñóùåñòâó-

åò è åäèíñòâåííî. Ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóáäèôôåðåíöèðóåìîé

ôóíêöèåé è ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòèê â

ñîîòâåòñòâèè ñ ðåïðåçåíòàòèâíîé ôîðìóëîé u(t, x) =

min
x(t,y)=x

u0(y) +

t∫
0

(p(τ)Hp(x(τ), p(τ))−H(x(τ), p(τ))) dτ

 , (11)

ãäå x(t) = x(t, y) è p(t) = p(t, y) � ñîîòâåòñòâåííî ôàçîâàÿ è èì-

ïóëüñíàÿ êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû (9),
(10), îïðåäåëÿåìîãî ïàðàìåòðîì y ∈ [x∗, x

∗].

3.3. Íåñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîãî âÿçêîñòíîãî ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Â. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàäà÷è B èìååò âèä

ẋ = Hp(x, p) = −f(x)ep + g(x)e−p,

ṗ = −Hx(x, p) = −h′(x) + f ′(x)ep + g′(x)e−p, (12)

ż = pHp(x, p)−H(x, p) =

= p(−f(x)ep + g(x)e−p) + f(x)ep + g(x)e−p − h(x).

Ñèñòåìà (12) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (10).
Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (12), (10) ïîêàçûâà-

åò, ÷òî âîçìîæíû ñèòóàöèè íåïðîäîëæèìîñòè õàðàêòåðèñòèê, êîãäà
çíà÷åíèÿ èìïóëüñíûõ êîìïîíåíò áåñêîíå÷íî óáûâàþò èëè âîçðàñ-
òàþò, ñòðåìÿñü ñîîòâåòñòâåííî ê −∞ è +∞. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâó-
þùèå ôàçîâûå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê
çíà÷åíèÿì x∗ è x∗, íî íå äîñòèãàþò èõ. Êðîìå òîãî, â Π ñóùåñòâóþò
îáëàñòè, ÷åðåç òî÷êè êîòîðûõ íå ïðîõîäèò íè îäíà ôàçîâàÿ õàðàê-
òåðèñòèêà. Â [6,7] ïðèâåäåíû ïðèìåðû òàêèõ ñèòóàöèé è ïîäðîáíûé
àíàëèç ïîâåäåíèÿ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ãàìèëüòîíèàíà âèäà

H(x, p) = h(x)− 1 + x

2
e2p − 1− x

2
e−2p.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå ãðàíèöû Γ ñóáäèôôå-
ðåíöèàë ôóíêöèè u(·) íåïóñò, òîãäà ýòà ôóíêöèÿ íå ìîæåò áûòü
âÿçêîñòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è B. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ñóùå-
ñòâóåò t∗ ∈ (0, T ) òàêîå, ÷òî (a, s) ∈ D−u(t∗, x

∗). Òîãäà èç îïðåäåëå-
íèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k > 0 ñïðàâåäëèâî
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âêëþ÷åíèå (a, s + k) ∈ D−u(t∗, x
∗). Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (6),

êîòîðîìó äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü âÿçêîñòíîå ðåøåíèå, ïðèíèìàåò
âèä

a+ h(x∗)− f(x∗)es+k ≥ 0 ∀k > 0. (13)

Ïîñêîëüêó f(x∗) > 0, íåðàâåíñòâî (13) íå âûïîëíÿåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäà÷è B â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî ïî-

ñòðîèòü íåïðåðûâíîå âÿçêîñòíîå ðåøåíèå è äëÿ å¼ èññëåäîâàíèÿ
îáîáùåííîå ðåøåíèå íóæíî îïðåäåëÿòü èíà÷å.
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