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Â ïëîñêîñòè x, y ðàññìîòðèì ýëëèïñ ñ áîëüøîé ïîëóîñüþ a,
ìàëîé ïîëóîñüþ b, �îêàëüíûì ðàññòîÿíèåì c è �îêóñàìè F1, F2

(ðèñ. 1). Ôîêóñ F1 íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, �îêóñ F2 6= F1 ëå-

æèò â òî÷êå (2c, 0). Âîçüìåì íà ýëëèïñå ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M
ñ íåïîëîæèòåëüíîé êîîðäèíàòîé ïî îñè y. Òî÷êå M ïîñòàâèì â

ñîîòâåòñòâèå äâà óãëà β2 = π − ∠F1MF2 è β1 = ∠F2F1M . Óñëî-

âèìñÿ, ÷òî β1 ≤ 0, β2 > 0. Ïîëîæåíèå òî÷êè M çàäàåòñÿ îäíî-

çíà÷íî ðàññòîÿíèåì îò íåå äî �îêóñà F1, èíûìè ñëîâàìè, ÷åðåç

äëèíó r1 �îêàëüíîãî ðàäèóñà F1M . Òîãäà âåëè÷èíû óãëîâ ñòàíî-

âÿòñÿ �óíêöèÿìè β1 = β1(r1), β2 = β2(r1) îò çíà÷åíèÿ r1. Ïî-
ëîæèì β = β2 − β1. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè

r1 → β(r1) = β2(r1) − β1(r1) ìîæíî óêàçàòü ïðîìåæóòêè ìîíîòîí-

íîñòè íà âñåé îáëàñòè çíà÷åíèé r1 ∈ [a− c, a+ c].

�èñ. 1: Ýëëèïñ, M − ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà íèæíåé ãðàíèöå
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Óòâåðæäåíèå. Åñëè çíà÷åíèÿ a è c òàêîâû, ÷òî 4a/3 ≥ a + c,
òî �óíêöèÿ β(r1) ñòðîãî óáûâàåò íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

[a− c, a+ c]. Åñëè 4a/3 < a+ c, òî �óíêöèÿ β(r1) ñòðîãî óáûâàåò
íà [a− c, 4a/3] è ñòðîãî âîçðàñòàåò íà [4a/3, a+ c].

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. �àññìîòðèì ëîìàíóþ F1MF2, ñîåäèíÿþ-

ùóþ �îêóñû F1, F2 è ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M íà íèæíåé äóãå ýë-

ëèïñà (ðèñ. 1). Ôîêàëüíûå ðàäèóñû F1M = r1 è F2M = r2 ñâÿçàíû
ðàâåíñòâîì r1+r2 = 2a. Êîîðäèíàòû �îêóñà F2 ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ

îáîçíà÷åíèé èìåþò âèä

2c = r1 cosβ1 + r2 cos (β2 + β1),

0 = r1 sinβ1 + r2 sin (β2 + β1).
(1)

Çàïèøåì ñóììó êâàäðàòîâ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé (1):

4c2 = r2
1
+ r2

2
+ 2r1r2 cos (β2 + β1 − β1).

Îòñþäà âûðàçèì cosβ2:

cosβ2 =
4c2 − r2

1
− r2

2

2r1r2
. (2)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (2), ïåðåïèøåì �îðìóëû (1), çàìåíèâ â

íèõ β1 íà ðàçíîñòü β2−β è ñãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå ïðè cosβ, sinβ.
Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

2c = s1(r1) cosβ + s2(r1) sinβ,

0 = s2(r1) cosβ − s1(r1) sinβ.
(3)

Çäåñü

s1(r1) =
4c2 − r2

1
− 3r2

2

2r2
+

(

4c2 − r2
1
− r2

2

)2

2r2
1
r2

,

s2(r1) =
4c2 − r2

2

r1

√

1−

(

4c2 − r2
1
− r2

2

2r1r2

)2

.

(4)

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî

s1(r1)
2 + s2(r1)

2 = 4c2.
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Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè âåëè÷èíó σ(r1) òàê, ÷òîáû äëÿ íåå âûïîëíÿ-

ëèñü ñîîòíîøåíèÿ

s1(r1) = 2c cosσ(r1), s2(r1) = 2c sinσ(r1). (5)

Ïîäñòàâèâ (5) â (3), óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìè β(r1) è
σ(r1):

β(r1)− σ(r1) = 2πk, k − íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî.

Ôóíêöèè s1(r1) è s2(r1), ââåäåííûå �îðìóëàìè (4), ìîãóò áûòü

ïîäðîáíî èññëåäîâàíû. Íà îñíîâå ñâîéñòâ ýòèõ �óíêöèé ïîëó÷à-

åì, ÷òî åñëè äëÿ ýëëèïñà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 4a/3 ≥ a + c, òî
âåëè÷èíà σ(r1), êàê �óíêöèÿ îò r1, ìîíîòîííî óáûâàåò íà âñåì ïðî-

ìåæóòêå [a−c, a+c]. Åñëè 4a/3 < a+c, òî σ(r1) ìîíîòîííî óáûâàåò
íà [a−c, 4a/3] è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà [4a/3, a+c]. Â ýòîì ñëó÷àå

çíà÷åíèå 4a/3 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà �óíêöèè r1 → σ(r1).
Òàê êàê çíà÷åíèå β(r1) îòëè÷àåòñÿ îò σ(r1) ëèøü íà íåêîòîðóþ

ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, äåëàåì âûâîä, ÷òî ïðîìåæóòêè è õàðàêòåð

ìîíîòîííîñòè ó ýòèõ äâóõ �óíêöèé ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò. Íà ýòîì

çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî. �

Äàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ñïåöèàëüíûì ñâîéñòâîì ýë-

ëèïñà. Íàéòè òàêîå ñâîéñòâî èëè ýêâèâàëåíòíîå åìó â ëèòåðàòóðå

(ñì., íàïðèìåð, [1, 2℄), ïîñâÿùåííîé áëèçêèì ãåîìåòðè÷åñêèì êîí-

ñòðóêöèÿì, íå óäàëîñü. Ñêîðåå âñåãî, âûáîð óãëîâ è ðàññìàòðèâà-

åìîé èõ ñóììû ñëèøêîì ñïåöè�è÷åí, ÷òîáû òàêîå ñâîéñòâî áû-

ëî èçó÷åíî ñàìî ïî ñåáå. Òåì íå ìåíåå, îíî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì

ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ìàøèíû

Äóáèíñà ïðè èìïóëüñíîì îãðàíè÷åíèè íà óïðàâëåíèå.

Ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòà

Â ðàáîòå [3℄ íàñòîÿùåãî ñáîðíèêà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïî-

ñòðîåíèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ìàøèíû Äóáèíñà ïðè èìïóëüñ-

íîì îãðàíè÷åíèè íà óïðàâëåíèå. Ïîêàçàíî, ÷òî íà ãðàíèöó ìíî-

æåñòâà äîñòèæèìîñòè ïðèâîäÿò äâèæåíèÿ â �îðìå ëîìàíûõ ñ íå

áîëåå ÷åì äâóìÿ çâåíüÿìè. Âîçíèêàåò âîïðîñ î ñâîéñòâàõ ëîìàíûõ,

èìåþùèõ ìèíèìàëüíûé ðàñõîä èìïóëüñíîãî (óãëîâîãî) ðåñóðñà. Â

÷àñòíîñòè, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñðåäè âñåõ äâóõçâåííûõ ëîìàíûõ

ñ îäèíàêîâîé ñóììàðíîé äëèíîé çâåíüåâ è �èêñèðîâàííûìè íà-

÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàìè äâèæåíèå ñ ìèíèìàëüíûì ðàñõîäîì
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èìïóëüñíîãî ðåñóðñà. Òàêèì îáðàçîì, ïîòðåáîâàëîñü èçó÷åíèå çà-

âèñèìîñòè âåëè÷èíû óãëîâ, ñâÿçàííûõ ñ �îêàëüíûìè ðàäèóñàìè

ýëëèïñà. Èñïîëüçóåìûå óãëû ïîÿñíÿþòñÿ íà ðèñ. 2. Òî÷êà F1 ñîâ-

ïàäàåò ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé äâóõçâåííîé ëîìàíîé, òî÷êà F2− ñ åå

êîíå÷íîé òî÷êîé.

�èñ. 2: Ïðèìåíåíèå óòâåðæäåíèÿ ê òî÷êàì ìíîæåñòâà äîñòèæèìî-

ñòè ìàøèíû Äóáèíñà ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì

Èçó÷åíèå âîïðîñà îá ó÷àñòêå ãðàíèöû ìíîæåñòâà äîñòèæèìî-

ñòè, ïîðîæäàåìîãî äâóõçâåííûìè ëîìàíûìè, ñâåäåíî â [3℄ ê ñèòó-

àöèè, êîãäà òî÷êà F2, çàäàâàåìàÿ êîîðäèíàòàìè (xp, yp), óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ yp ≥ 0. Ïðè ýòîì óãîë δ ≥ 0 îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè F2. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî äëÿ óãëà α1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî α1 ≤ 0. �àññìàòðèâàåì
äâóõçâåííûå ëîìàíûå ñ òî÷êàìè èçëîìà M íå âûøå îñè x. Êàæäàÿ
ëîìàíàÿ èìååò äëèíó tf è õàðàêòåðèçóåòñÿ óãëàìè α1, α2. Òàêèå

ëîìàíûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äâèæåíèÿ ìàøèíû Äóáèíñà

ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì (ñì. [3℄). ×èñëî tf åñòü âðåìÿ äâèæå-

íèÿ ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè ëèíåéíîé ñêîðîñòè ðàâíîé 1, à âå-

ëè÷èíà α = α2 − α1 ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäîì èìïóëüñíîãî ðåñóðñà. Ïðè

ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì

òðåáóåòñÿ íàéòè äâóõçâåííóþ ëîìàíóþ, îáåñïå÷èâàþùóþ ìèíèìóì

ðàñõîäà α.
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Äëÿ ïîèñêà ëîìàíîé ñ íàèìåíüøèì ðàñõîäîì ìîæíî ïðèìå-

íèòü äîêàçàííîå âûøå óòâåðæäåíèå. Ýëëèïñ áóäåò èìåòü �îêó-

ñû F1 è F2, áîëüøàÿ ïîëóîñü a = tf/2, �îêàëüíîå ðàññòîÿíèå

2c =
√

x2
p + y2p. Óãëû íà ðèñ. 1 è ðèñ. 2 ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè

α2 = β2, α1 = β1+ δ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî α = β+ δ. Òàê êàê óãîë δ çà-
�èêñèðîâàí ïðè çàäàííîé òî÷êå F2, òî ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè

è, êàê ñëåäñòâèå, òî÷êè ìèíèìóìà �óíêöèé α(r1), β(r1) ñîâïàäàþò.
Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà ìîæíî óêàçàòü äâèæåíèå ñ ìèíèìàëüíûì

ðàñõîäîì èìïóëüñíîãî ðåñóðñà äëÿ âûáðàííîé òî÷êè F2. Íà îñíîâå

ýòîãî �àêòà â ðàáîòå [3℄ ñòðîèòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ó÷àñò-

êà ãðàíèöû ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, êîòîðûé îáðàçîâàí äâèæå-

íèÿìè â âèäå äâóõçâåííûõ ëîìàíûõ.

À èìåííî, åñëè âûïîëíåíî ïåðâîå óñëîâèå óòâåðæäåíèÿ, ò. å.

√

x2
p + y2p ≤ tf/3, òî ìèíèìóì ïî α äîñòèãàåòñÿ ïðè α1 = 0 è ñî-

îòâåòñòâóåò äâèæåíèþ áåç íà÷àëüíîãî èìïóëüñà. Åñëè âûïîëíåíî

ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî, òî ìèíèìóì ïî α äîñòèãàåòñÿ ëè-

áî òàêæå ïðè α1 = 0, ëèáî íà äâèæåíèè ñ íåêîòîðûì α1 < 0 è

r1 = 2r2 = 2tf/3. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì äâà âèäà êà÷åñòâåííî

ðàçëè÷íûõ äâóõçâåííûõ ëîìàíûõ ëèíèé, êîòîðûå ìîãóò âåñòè íà

ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ìàøèíû Äóáèíñà ïðè èìïóëüñ-

íîì îãðàíè÷åíèè íà óïðàâëåíèå.

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ â Óðàëü-

ñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì öåíòðå ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíè-

ñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè

(íîìåð ñîãëàøåíèÿ 075-02-2025-1549).
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